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Introduction



Les séries formelles en combinatoire

1. “De combien de manieres différentes peut-on payer une
somme de 2025 euros avec des pieces de 1, 2 et 3 euros ?”
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2. "“Déterminer le nombre d’'arbres binaires b, a n feuilles.”
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3. Opérations sur les séries formelles
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Les especes pour une analyse plus fine
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3. Especes particulieres :
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Opérade algébrique et série
génératrice exponentielle




Espece linéaire
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2. Substitution :
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Opérade (algébrique)
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1. L'espece des ensembles E munie de la composition qui envoie
les ensembles partitionnés sur |'ensembles de départ :
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2. L'opérade d'endomorphisme Endy d'un espace vectoriel V
définie par : Endy[A] = Hom(V®#A, V) et la composition est



Donnée quadratique et dualité de
Koszul




Opérade libre
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Opérade quadratique

Donnée quadratique : (E, ﬁ)
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Opérade quadratique : T (E;R) = /T(E)/
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1. Si E: B — Vect, A+— {

et R: B — Vect, A+— <
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alors T(E)/(R) = (E,~) la linéarisation de I'espece des
ensembles munie de la structure de monoide vue

précédemment.
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1. La notion de coopérade est duale a la notion d'opérade.

2. En inversant les fleches dans la propriété universelle de la
notion d'opérade quadratique, on obtient |la notion de

coopérade coengendrée par une donnée quadratique (E, R),
notée C(E; R). -
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3. Coopérade duale de Koszul : Ao P LE Q) 3M\My
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Opérade Koszul et conséquences sur
les séries génératrices




Opérade Koszul
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Séries génératrices (exponentielles)

On se limite au cas binaire quadratique pour simplifier.
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Théoreme
Si P est une opérade binaire quadratique Koszul, alors

7 (—FP(x)) = x.
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1. Nous avons As' = As et

fAS (x) = Zx =

n>1

2. Nous avons E' = Com' = Lie et

fE(X) — Z ):: — exp(X) — 1.

n>1

On peut en déduire

Flie(x) = —In(l —x) = 3 =



Conséquences

1. Certaines opérades ne sont pas Koszul :

> o (=7 = Lalyy)

2. Arbres enracinés : G / PM_L«,,

3. Théoreme [Khoroshkin-Piontkosvski, 2015]
Si P opérade avec une base de Grobner finie ( “shuffle
réguliere”), alors 7 est solution d'une équation

différentielle-algébrique avec des ccefficients polynomiaux.



