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Introduction



Les séries formelles en combinatoire

1. “De combien de manières di!érentes peut-on payer une

somme de 2025 euros avec des pièces de 1, 2 et 3 euros ?”

2. “Déterminer le nombre d’arbres binaires bn à n feuilles.”

3. Opérations sur les séries formelles

développement en série formelledep.ptT4Tx3
en utilisant la décomposition en élémentssimples

S bon sériegénératrice

ba Embpbq s t S E111

somme produit substifion dérivée



Les espèces pour une analyse plus fine

1. Opérations et cardinaux :

2. Transport de structures :

3. Espèces particulières :

On ne contente plus d'étudier les cardinaux mais

on étudie les ensembles directement

somme Cernion disjointe produitsubstition

on retrouve les cardinaux qui nous
intéresse à

l'aide des séries génératrices
à l'aides des bijections sur les

ensembles Cela nous permet de distingueréquipotence

et isomorphisme on peutcomparer lesproblèmesdedénombrement

qui sont munies d'une
structuredemonoïde

opérande

on travaillera dans un
contexte linéaire et même

différentiel gradué complexes de chaines



Opérade algébrique et série

génératrice exponentielle

ffe g
on présentera une théorie homologique dualitédeKoszul

qui nous donnera une formule reliantdesséries
génératrices



Espèce linéaire

1. Linéarisation :

2. Substitution :

M B B ans finis bij
M̅ B Vert iso lin A le MTA esp

vert

engendré parles
M struct

Res CardM A dimM̅ A
sur p

Série génératrice lexp d'uneespèce linéaire

Es x

Si F G B B AEB

ËËËÊ

FoG A ftp.ntpg BIG
B

si FÔ B Veet AEB

F E A ent
Ê B EPÉE

linéarisation



Opérade (algébrique)

DI Une opérade P8,7 est un monoïde dans la

L catégorie monoidale Espèces lin o I É
AHOMSI A 1

Expliitzent P B Veut

car Vet ok est 8
POP P transformationsnaturellesde

monaidalesymSI y I p
foncteurs

tellesque oP Po Pop Pj associativité

KEI
a III m unité

popE t X H



Exemples

1. L’espèce des ensembles E munie de la composition qui envoie

les ensembles partitionnés sur l’ensembles de départ :

({B1, . . . ,Bm};B1, . . . ,Bm) →↑ {B1 ↓ · · · ↓ Bm}.

2. L’opérade d’endomorphisme EndV d’un espace vectoriel V

définie par : EndV [A] = Hom(V
→#A,V ) et la composition est

la composition des endomorphismes.

Aonpeut

E E CA ETATlinéariser

aatinFlinéaires



Donnée quadratique et dualité de

Koszul



Opérade libre

Définition :

Constructions :

L'opérade libre TIM sur une espèceM B Vert

estl'opérade vérifiant la propriétéuniverselle
M TCM d'espèces M H P d'espèces avec Popérade

morphismed'opérades ts IÉFÈÉ

à l'aide desarbres dansl'espace indicésparlesM
structures

TIM AI
4

M 3,1 1f d
777f

A

BzTT TCM YIM où TM I TM I M TmM



Opérade quadratique

Donnée quadratique :

Opérade quadratique :

E R
C'est la donnée d'une espèce E B Veetetd'une

sous espèce R B Vert A RCA C T E A

on selimite auxarbresà 2sommen

PCE RI T'E
R

Elle vérifie lappté
universelle IdéalengendréparR

d'esp_ d'opérades

Popérade ts R

ÏÉçËÏÏÏ



Exemples

1. Si E : B ↑ Vect, A →↑
{

et R : B ↑ Vect, A →↑
{

alors T (E )/(R) = l’opérade qui code

2. Si E : B ↑ Vect, A →↑
{

et R : B ↑ Vect, A →↑
{

alors T (E )/(R) = (Ẽ, ω) la linéarisation de l’espèce des

ensembles munie de la structure de monöıde vue

précédemment.

Elle est aussi appelée

KYORCS si A 2

204 sinon

le Y Y OR SAT si A 3

407 sinon

As lesalgèbresassociatives

RT si A 2

107 sinon

exo

Cam car elle codeles algèbres assoc
et commutatives



Coopérade

1. La notion de coopérade est duale à la notion d’opérade.

2. En inversant les flèches dans la propriété universelle de la

notion d’opérade quadratique, on obtient la notion de

coopérade coengendrée par une donnée quadratique (E ,R),

notée C(E ;R).

3. Coopérade duale de Koszul : de
PCI

R
graduée

est ELSE s R P guet
Ispensionhomologique dgVert complexedechaines

V Y Vo V Un mea
SV SV m Un_ U Un 1 nez



Caractéristique d'Euler

E 41E t.idimkendnl di
lmdm.nl

dimberdd dim imdi dimberdt dimlind

dimVo dirVs dimVa
diTindladinkends

611 dimVm



Opérade Koszul et conséquences sur

les séries génératrices



Opérade Koszul

Définition :

Comment montrer la Koszulité ?

Pest Koszul si PiOP du estacyclique
Tunecertaine différentielle

c'est à dire tt Pi P du A KEICA

Hop du FInyclicité
SPI Is P

pi m̂ BP
admet une base de PBW Grâbner

J pi estKoszul



Séries génératrices (exponentielles)

On se limite au cas binaire quadratique pour simplifier.

Théorème

Si P est une opérade binaire quadratique Koszul, alors

f
P !
(↔f

P
(x)) = x .

T ETA oh si A 2

8
diqnsansellnteettaepatebef.mil

lesopérations
Einon
LEE

sur
lesespèces

etlesséries

Démo PàP du CA acyclique
Caractéristique d'Euler_Poiniané

JP gP n y g x



Exemples

1. Nous avons As
!
= As et

f
As
(x) =

∑

n↑1

x
n
=

x

1↔ x
.

2. Nous avons Ẽ!
= Com

!
= Lie et

f
E
(x) =

∑

n↑1

x
n

n!
= exp(x)↔ 1.

On peut en déduire

f
Lie

(x) = ↔ ln(1↔ x) =

∑

n↑1

x
n

n
.



Conséquences

1. Certaines opérades ne sont pas Koszul :

2. Arbres enracinés :

3. Théorème [Khoroshkin-Piontkosvski, 2015]

Si P opérade avec une base de Gröbner finie (“shu”e

régulière”), alors f
P
est solution d’une équation

di!érentielle-algébrique avec des cœ#cients polynomiaux.

xy sey Lalyz

Perm polie


